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EINLEITUNG

Funktionalanalytische Behandlungen veraligemeinerter Spline-Probleme
befinden sich in den Vertffentlichungen von De Boor—Lynch [10], Jerome-
Schumaker [18], Jerome-Varga [19], Atteia [6-8], Golomb [14], Anselone-
Laurent [5], Laurent [22], Sard [26], Aubin [9], Lucas [24] und Delvos-
Schempp {11, 12], welche die Spline-Systeme einfithren. In diesen Arbeiten
werden die betrachteten Spline-Probleme auf dem Hintergrund von
Hilbertrdumen formuliert. Die dabei eingefithrten, verallgemeinerten Spline-
Elemente werden mit Hilfe gewisser Orthogonalititsrelationen charakteri-
siert.

Angeregt durch diesen Sachverhalt versuchen wir in der vorliegenden
Arbeit an Hand einer sehr elementaren, abstrakten Spline-Theorie ein
allgemeines Spline-Problem im Rahmen der Funktionalanalysis zu behandeln.
Dabei lassen sich zum Teil die vorher erwihnten Abhandlungen unter einem
einfachen, einheitlichen Gesichtspunkt zusammenfassen. Diese Arbeit befaft
sich nicht mit der numerischen Seite von Spline-Problemen. Sie ist vielmehr
als ein funktionalanalytischer Beitrag gedacht.

Im ersten Kapitel stellen wir eine kleine, abstrakte Spline-Theorie® auf.
Zu diesem Zweck fithren wir die Begriffe “7-Spline-Element” und “Spline-
Operator” ein. Wir formulieren ein abstraktes Spline-Problem, das zu
einem Approximations problem dquivalent ist.

Im zweiten Kapitel wenden wir die Ergebnisse des ersten auf die skalar-
wertige Spline-Interpolation an. Dabei geben wir hinreichende Bedingungen
fiir die Existenz interpolierender Spline-Elemente an. Ferner untersuchen
wir die Situation, wenn die Interpolationsdaten durch stetige Linearformen
gegeben sind. In diesem Zusammenhang beweisen wir eine Verallgemeinerung
des Approximationssatzes von Schoenberg [28] fiir stetige Linearformen.

Im dritten Kapitel behandeln wir L-Splines und Splines im Sinne von
Sard [26]. Wir beweisen, daBl im Banachraum K?%™(J) beziiglich eines Diffe-
rentialoperators L m-ter Ordnung mit nur stetigen Koeffizienten stets inter-
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polierende L-Spline-Funktionen existieren, wenn die Interpolationsdaten
durch stetige Linearformen gegeben sind. Im Falle endlich vieler Inter-
polationsbedingungen zeigen wir, wie man konstruktiv L-Spline-Funktionen
bestimmen kann. Unter schwicheren Voraussetzungen und ohne die
Hilbertraum-Methode von Golomb-Weinberger [13] erhalten wir einige
Ergebnisse von Sard [26].

1. EINE ABSTRAKTE SPLINE-THEORIE

Bei allen in dieser Arbeit betrachteten Vektorrdumen ist der Skalarkérper
der Korper C der komplexen Zahlen. Es seien E und F Vektorrdume. Mit
L(F, F) bezeichnen wir den Vektorraum der linearen Abbildungen von E
in F. Fiir S € L(E, F) bedeutet Kern S den Kern von S und Bild S das Bild
von S. Ist M ein linearer Teilraum von E und T e L(E, F), so verstehen wir
unter 7, die Einschridnkung von 7 auf M. Es bezeichne (-, -) eine positiv
semidefinite Hermitesche Form auf E. Die Funktion p, definiert durch
p(x) := (x, x)*/2 fiir alle x € E, ist dann eine Halbnorm auf E. Seien x und y
zwei Elemente aus E. Wir sagen, x ist orthogonal zu y (in Zeichen: x | y),
falls (x, y) = 0 ist. Eine Projektion P € L(E, E) heifit Orthogonal projektion,
falls Bild P | Bild (I — P) gilt, wobei I die Identitdt in L(E, E) bezeichnet.
Es sei N der Nullraum von p (also N = p~(0)), E der Quotientenraum E/N
und ¢ die kanonische Abbildung x — & von E auf E, wobei £ die Aquivalenz-
klasse von x in £ bedeutet. Auf E induziert die auf E gegebene Hermitesche
Form (-, -) ein inneres Produkt (-, -); es ist (%, §) = (x, y) fiir alle %, § € E,
wobei x bzw. y ein beliebiger Reprisentant der Aquivalenzklasse & bzw. §
ist. £ ist also ein Prahilbertraum mit der kanonischen Norm || £| = p(x)
(x € %) fiir alle & € E. Im folgenden haben E, N, E, ¢ und F stets die vorher
festgelegte Bedeutung.

Es sei nun T e L(E, F). Angeregt durch das Problem der Spline-Inter-
polation—vgl. Einleitung zum 2. Kapitel—definieren wir den Begriff 7-
Spline-Element wie folgt:

DermiuTION 1. Es sei x € E. Ein Element s € E heiit 7-Spline-Element
zu x, falls gilt:

(i) Ts= Tx,
(i) p(s) < p(z) fur alle z € E mit Tz = Tx.

DermaTiON 2. Ein Operator T e L(E, F) heiBit Spline-Operator, wenn
zu jedem x € E mindestens ein 7-Spline-Element existiert.

Unter dem abstrakten Spline-Problem verstehen wir nun die Frage nach
Existenz, Findeutigkeit und weiteren Eigenschaften von T-Spline-Elementen.
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Es sei KCF. Das Problem, ob in 7-YK) ein Element s, existiert mit
plsy) < p(z) fir alle z e T7Y(K), ist allgemeiner als das soeben formulierte.
Mit Fragestellungen, die als Spezialfdlle dieses Problems angesehen werden
kénnen, befassen sich Atteia [8] und Ritter [25]. Da aber jedes solche
Element s, offensichtlich ein 7-Spline-Element zu sich selbst ist, halten wir
die Frage nach den 7-Spline-Elementen fiir primir. Kennt man sie nimlich,
so 14Bt sich dieses Problem auf die Frage, ob es unter denjenigen 7-Spline-
Elementen, welche von 7 in K abgebildet werden, eines mit kleinster Halb-
norm p gibt, zuriickfithren.

Der folgende Satz, dessen einfachen Beweis wir dem Leser iiberlassen,
zeigt, dal das abstrakte Spline-Problem letztlich ein Approximationsprobiem
ist.

SAatz 1.1. Es sei Tel(E, F) und x < E. Das Element s,c E ist gencu
dann ein T-Spline-Element zu x, wenn S, eine Darstellung in der Form
Sy = x — J besitzt, wobei ¥ € Kern T ist und p(x — V) < p(x — y) fiir alle
yveKern T ist, d.h., wobei y ein Element bester Approximation zu x beziiglich
des Teilraums Kern T ist.

KOROLLAR 1.2. Ein Operator T e L{(E,F) ist genau dann ein Spline-
Operator, wenn der Kern von T ein Teilraum bester Approximation ist, d.h.,
wenn zu jedem x < E mindestens ein j € Kern T existiert mit p(x — 7) <
p(x — p) fiir alle y € Kern T.

Entscheidend fiir die Existenz und Eindeutigkeit von 7-Spline-Elementen
ist also der Kern von T. Dies zeigt sich auch in der folgenden Charakteri-
sierung der 7-Spline-Elemente mit Hilfe des Prihilbertraumes £. Dazu
benstigen wir einige bekannte Tatsachen aus der Hilbertraum-Theorie
(vgl. Achieser {1, S. 15]).

HiLrssaTz 1.3.  Essei H ein Prihilbertraum, G ein linearer Teilraum von H,
xeHund yeG.

(a) Es gilt genau dann || x — y|| <||x — z|| fir alle ze G, wenn
x—y 1 zist.

(b} G ist genau dann ein Teilraum bester Approximation, wenn G in H
ein orthogonales Komplement besitzt, d.h., wenn H die algebraische, direkte
Summe von G und G ist, wobei G+ die Menge aller Elemente aus H bezeichnet,
die zu allen Elementen von G orthogonal sind.

TueoreM 1.4, Es sei T e L(E, F) und x, s € E. Dann gilt:

(8) Das Element s ist genau dann ein T-Spline-Element zu x, wenn
x —seKern Tist und s | Kern T ist.
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(b) T ist genau dann ein Spline-Operator, wenn in E der Teilraum
o(Kern T) ein orthogonales Komplement besitzt.

Beweis. 'Wir betrachten den Prahilbertraum E. Sei G ein linearer Teilraum
von E, x € Eund y € G. Es ist offensichtlich genau dann y eine beste Approxi-
mation zu x beziiglich G, wenn in £ das Element § eine beste Approximation
zu & beziiglich G(= ¢(G)) ist. Ferner ist G genau dann ein Teilraum bester
Approximation in E, wenn dies auch G in E ist. Die Aussagen (a) und (b)
sind daher leichte Folgerungen aus (1.1) und (1.3).

Aus (1.4.a) ist klar ersichtlich, daB die Eigenschaft, 7-Spline-Element zu
sein, im wesentlichen auf einer Orthogonalitdtsrelation beruht; und dies
liegt daran, daB bei der Approximation in Prihilbertriumen die Orthogo-
nalititsrelation von entscheidender Bedeutung ist, wie (1.3) zeigt. In Jerome—
Schumaker [18], Theorem 2.1, werden die Lg-Splines durch eine ent-
sprechende Orthogonalitétsrelation gekennzeichnet (s. auch Sard [26], 3.).

Es bezeichne S, die Menge aller zu einem FElement x € E gehorigen
T-Spline-Elemente. Das folgende Korollar zeigt, dal die Menge der 7-Spline-
Elemente dhnliche Eigenschaften besitzt wie die Menge bekannter, verall-
gemeinerter Spline-Elemente (vgl. z. B. HauBmann [17, Korollar 1]).

KoOROLLAR 1.5. Es sei T € L(E, F) ein Spline-Operator. Dann gilt.

(1) Fiir jedes xc E ist S, eine lineare Mannigfaltigkeit; denn es ist
S, = s, + (Kern T' N N) fiir jedes T-Spline-Element s, zu x.

(2) S, besteht genau dann nur aus einem einzigen Punkt, wenn
Kern ' N = {0} ist.

() Es ist Uyer Sy ein linearer Teilraum von E. Sind s, und s, T-Spline-
Elemente zu x und y aus E, so sind s, + s, und As, T-Spline-Elemente zu
x + y und Ax fiir alle komplexen Zahlen A,

(4) Es ist p(x — s,) < p(x — s,) fiir alle x,y <€ E und alle T-Spline-
Elemente s, und s, zu x bzw. y.

Beweis. Die Aussage (1) erhilt man aus (1.4.a) mit Hilfe der Cauchy—
Schwarz’schen Ungleichung. Die Behauptung (2) folgt unmittelbar aus (1).
Die Aussage (3) ist eine leichte Folgerung aus (1.4.a). Zu (4): Seien x, ye E
und s, bzw. s, T-Spline-Elemente zu x bzw. y. Esist x ~ 5, = x— 5, + (55— 5,).
Aus (s,— s,) | Kern 7 folgt nun p(x — s,) = p(x — 5,). Q.E.D.

Die natiirlichen Spline-Funktionen (s. Greville [15]) besitzen bekanntlich
zwei Minimaleigenschaften, von denen wir die eine zur Definition der
T-Spline-Flemente benutzt haben. Korollar 1.5.(4) zeigt nun, daB auch die
andere Minimaleigenschaft erfiillt ist.
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DeriviTioN 3. Es sei Te L(E, F). Ist P eine Projektion in E mit der
Eigenschaft, daB} Px fiir jedes x € E ein T-Spline-Element zu x ist, so nennen
wir P eine zu T assoziierte Spline-Projektion.

SATZ 1.6. Es sei Te L(E,F) und P eine Projektion in E. P ist genau
dann eine zu T assoziierte Spline-Projektion, falls gilt:

(i) Kern PC Kern T,
(i) P(Kern T)C N,
(iii) P ist eine Orthogonalprojektion.

Beweis. = : Sei P eine zu T assoziierte Spline-Projektion. Aus
Tx = T(Px) fiir alle x € E folgt Kern P C Kern 7. Da fiir jedes ye Kern 7
das Element O ein 7-Spline-Element zu y ist, impliziert y € Kern 7" stets
Pye N. Es ist also auch P(Kern 7) C N. Seien x, z< E. Nach (1.4.a) gilt
z — Pze Kern Tund Px | Kern T. Daraus folgt (Px, z — Pz) = 0. Q.E.D.

<= : P erfillle die Bedingungen (i)-(iii). Sei xe E und ye Kern 7. Aus
(i) bzw. (ii) folgt Px — x € Kern T bzw. (Py, Py) = 0. Esist daher (Px, Py) == 0.
Nach (i) gilt somit 0 = (Px,y — Py) = (Px, y) + (Px, Py) = (Px, y).
Aufgrund von (1.4.2) ist nun Px ein 7-Spline-Element zu x. Q.ED.

KorOLLAR 1.7. Jede Orthogonalprojektion in E ist eine zu sich seibst
assoziierte Spline-Projektion und somit ein Spline-Operator.

Es sei Te L(E, F). Im folgenden wollen wir zwei fiir die Anwendungen
wichtige Darstellungen von 7-Spline-Elementen angeben.

Es sei nun M ein Teilraum von E, so daB FE die algebraische, direkte
Summe von M und N ist. Dann ist bekanntlich A/ algebraisch isomorph
zu E (= E/N). Die Einschrinkung der gegebenen Hermiteschen Form auf M
definiert ein inneres Produkt, da sie auf M positiv definit ist. Dieses innere
Produkt nennen wir das kanonische innere Produkt auf M. Wir k&nnen
daher M als einen Prihilbertraum betrachten. Die Abbildung ¢ ist ein
Prihilbertraum-Isomorphismus zwischen M und E. Ferner setzen wir voraus,
daBl Kern T die algebraische, dirckte Summe der Teilriume M, und
Kern 7N N und N die der Teilrdume M und Kern T 0 N ist.

Hirssatz 1.8. Folgende Aussagen sind dquivalent:

() In E besitzt der Teilraum o(Kern T) ein orthogonales Komplement.
(i) Es besitzt M, ein orthogonales, algebraisches Komplement M in E.

(ili) Der Teilraum Ty (T(N)) von M besitzt ein orthogonales Komplement
im Préhilbertraum M.
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Beweis. (i) — (ii): Es ist ¢a, eine bijektive Abbildung von M, auf
<p(Kern T)in E. Sei P die OrthogonalprOJektlon auf den Teilraum ¢(Kern T)
in £. Dann ist in E die Abbildung Py, 1= (pM o P o ¢ eine Projektion auf M, .
Ferner gilt (Pux, z — Puz) =0 fir alle x, z€ E, d.h., der Teilraum Bild
(I — Py, ist ein orthogonales algebraisches Komplement von M, .

@) — (1) In E ist o(M;) | ¢(M,). Ferner ist p(M,) = @(Kern T). Der
Teilraum (M,) ist also ein orthogonales Komplement von p(Kern 7).

(i) «> (iii): Die Abbildung ¢, ist ein Prahilbertraum-Isomorphismus
zwischen M und E. Ferner ist nach Voraussetzung M ein algebraisches
Komplement von N. Durch eine Routinerechnung ergibt sich dann, daB
in £ die Beziehung @ (T;(T(N))) = qo(Kern T) gilt. Daraus folgt aber die
Aquivalenz von (i) und (jii). Q.E.D.

Sei nun T ein Spline-Operator. Dann besitzt nach (1.4.b) und (1.8) der
Teilraum M ein orthogonales, algebraisches Komplement M; . Es bezeichne
PM die durch die Zerlegung E = M, P M, definierte Projektion auf den
Teilraum M . Ebenso besitzt im Prihilbertraum M der Teilraum T;/(T(N))
ein orthogonales Komplement. Sei P in M die Orthogonalprojektion auf
T (T(N)). Die durch die Zerlegung E = M @ N bestimmten Projektionen
auf die Teilrdume M und N bezeichnen wir mit p,, und p, . Nun ist die
Abbildung Ty eine bijektive, lineare Abbildung von # auf T(N) in F.
Ferner ist Ty(Pz)e T(N) fiur alle ze M. Es ist daher die Abbildung
Pgi=py+ Py — Popu+ Tit o Taro Popy wohldefiniert. Ferner 146t
sich durch eine einfache Rechnung zeigen, daf3 Py; eine Orthogonalprojektion
in F ist.

Satz 1.9. Fiir jedes x € E sind die Elemente Py (x) und Pg(x) T-Spline-
FElemente zu x.

Beweis. Wir zeigen, daB Py (x) und Pg(x) die Bedingungen von (1.4.2)
erfilllen. Es ist x — Pu(x) e My CKern T. Ferner gilt T(x — Py(x)) =
T(Popu(x)) — Tpro Peoppylx) =0, dh., es ist auch x — Py(x) e Kern T.
Sei nun y € Kern 7 und x € E. Dann existieren folgende Darstellungen:

y=u-+v mit ue M, und ve NnKern7,
y = u + v mit y; €M und v, €N,
Pﬁ(x) = Uy + Dy mit uy | ToXT(N)) und v, N.
Aus y = u; -+ v, folgt aber u, € T3/ (T(N)). Aus den vorhergehenden Darstel-
lungen ergibt sich damit sofort (Py,(x), y) = 0 bzw. (Pg(x), y) = 0. Q.E.D.

Bemerkung 1.10. Die Orthogonalprojektionen P, und Py sind offen-
sichtlich zu T assoziierte Spline-Projektionen. Ist Kern 7N N = {0}, so
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kann es nach (1.5.(2)) nur eine zu T assoziierte Spline-Projektion geben. In
diesem Fall gibt es also eine eindeutig bestimmte, zu 7 assoziierte Spline-
Projektion.

Mit Hilfe von (1.7) kann man einen engen Zusammenhang zwischen
Spline-Systemen und zu sich selbst assoziierten Spline-Projektionen auf-
zeigen. Der Begriff des Spline-Systems wurde von Delvos-Schempp [11]
eingefithrt und von HauBmann [16, 17] abgeschwécht.

DermarioN 4 (HauBmann [17]). Ein Quadrupel (X, P, U, H) heilt
Spline-System, falls gilt:

(§81) X ist ein Vektorraum, H ein Prahilbertraum.
(S2) EHsist Pe L(X, X)und P2 = P.

(S3) Esist Ue L(X, H).

(S4) Bild UP | Bild U — P).

Ist (X, P, U, H)ein Spline-System, so definiert (x, y} := (Ux, Up)y (x, y€ X)
eine positiv semidefinite Hermitesche Form auf X; (¢, -)i bedeutet dabei das
innere Produkt auf H.

Satz 1.11. Es sei (X, P, U, H) ein Spline-System. Ferner sei X versehen
mit der Hermiteschen Form (x, y) := (Ux, Uy)y fiir alle x, y € X. Dann ist P
eine zu sich selbst assoziierte Spline-Projektion.

Schoenberg [28] hat einen Approximationssatz fiir gewisse stetige Linear-
formen bewiesen. Im folgenden formulieren wir einen entsprechenden Satz
fiir gewisse Linearformen aus dem algebraischen Dual £* von E.

Bs sei £ die Vervollstindigung des Prihilbertraumes £. Dann ist die
Abbildung ¢ von E in E*, definiert durch (»)(z) := (p(z), ) fiir alle
ze E und ye E, injektiv, additiv und konjugiert-linear. Die Teilrdume
(E) und J(E) in E* bezeichnen wir mit £, und £, . Auf E, filhren wir das
innere Produkt (x, y), := (y~U(»), yp—*(x)) fiir alle x, y € E, ein. Mit diesem
inneren Produkt ist £, ein Hilbertraum, und es gilt || x|, = || $~2(x)|| fiir
alle x € £, . Fiir jeden Operator S € L(E, E) bezeichne S* den adjungierten
Operator in E*. Der folgende Hilfssatz, dessen Beweis wir dem Leser iiber-
lassen, beruht auf bekannten Eigenschaften von Orthogonalprojektionen in
Prihilbertrdumen.

Hirssatz 1.12. Es sei P eine Orthogonalprojektion in E. Dann giit
PX(E,) CE, und PX(E,) C E, . Ferner sind P:;fe und P;fe Orthogonalprojektionen
inE, und E, .

Satz 1.13. Es sei P eine Orthogonalprojektion in E. Seien y und z qus E*
mit y — z€ E, und P*z = z. Dann gilt y — P*ye E, und |y — P*y ||, <
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ly —z|l,, dies bedeutet, fiir jedes y € E* mit y — P*ye E, ist P*y eine
beste Approximation zu y beziiglich (y -+ E,) n Bild P*.

Beweis. Nach (1.12) sind Pge und 7 — P;: Orthogonalprojektionen
in E,. Bs ist daher |(I — P¥)x|, <| x|, fir alle xe E,. Nun ist
(I — P*)(y — z) = y — P*y. Daraus folgty — P*ye E,und| y — P*y|, <
ly —zl. QE.D.

2. EINE ANWENDUNG: DIE SPLINE-INTERPOLATION

In diesem Kapitel werden wir die vorhergehenden Bezeichnungen bei-
behalten. Wir behandeln nun die Spline-Interpolation. Es ist ein Inter-
polationsproblem mit Nebenbedingungen. Wir kO&nnen es allgemein so
formulieren: Sei E ein Vektorraum mit einer positiv semidefiniten
Hermiteschen Form. Es bezeichne n eine feste natiirliche Zahl. Ferner
seien y; bzw. a; (i = 1,..., n} n Linearformen aus E* bzw. n komplexe Zahlen.
Gesucht ist nun ein Element X € E-mit den beiden Eigenschaften:

@D y®@=al<i<n
(i) p(x) < p(x) fir alle x € E mit yi(x) = a;, (1 <i < n).

Im folgenden bezeichne F den Vektorraum C* und T die lineare Abbildung
von E in F, welche durch Tx := (y,(x)) fiir alle x € E definiert ist. Es ist
genau dann 7(E) = F, wenn die Linearformen y, linear unabhéingig sind.
Mit Hilfe des Begriffs Spline-Operator erhélt man sofort die Aussage:

SAtz 2.1. Zu je n komplexen Zahlen a; existiert genau dann mindestens
ein Element X € E mit den vorhergehenden Eigenschaften (i) und (i), wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.:

(a) Die Linearformen y; sind linear unabhdngig.

(b) Der Operator T ist ein Spline-Operator.
Es existiert genau dann nur ein einziges solches Element X, wenn zusdtzlich
noch gilt:

(¢) Es ist Kern TN N = {0}, d.h., fiir jedes x € E folgt aus p(x) =0
und y,(x) =0 (1 < i< n)stets x = 0.

Fiir den Beweis wihle man ein Element x € E mit y;(x) = a, und betrachte
die zu x gehorigen 7-Spline-Elemente.

2.2. BEs seien die Bedingungen (a), (b), und (c) von (2.1) erfiillt. Nach
(1.10) gibt es eine eindeutig bestimmte, zu T assoziierte Spline-Projektion P.
Fiir alle x € E gilt dann



DAS SPLINE-PROBLEM 273

() yix) = ydPx) (d.h,, es ist P*y; = p,), und

By p(Px) <p(z) fir alle zeE mit z s Px und yi(z) = p{x)
(1<i<n).

Da die Linearformen y; linear unabhéingig sind, gibt es n Elemente x; € £
mit y{x;) = 8, ; (Kroneckersymbol). Nun sei s; := Px;. Dannist y,(s;) = §, ; .
Es sind daher sowohl die Vektoren s; als auch die Einschrinkungen der y;
auf P(E) linear unabhéngig. Fiir x € £ sei # := x — Yo, p{x) s;. Dann ist
ZeXernT. Da nun S, ={0} ist, gilt P#=20, das bedeutet aber
Px = 3, . v4x)s;. Da die Vektoren s; linear unabhéingig sind, ist somit
dim P(F) = n. Zusammenfassend erhalten wir: Zu jedem xec E gibt es
genau ein Element X e P(E) mit y,i{x} = p(X), ndmlich das Element
S vi%) 5; (= Px). Die Elemente aus P(E) nennen wir daher interpolierende
Spline-Elemente {vgl. auch HaulBlmann [17], 5.).

Ist E ein unendlichdimensionaler Hilbertraum und y eine nichtstetige
Linearform auf £, so ist der zu y gehdrige Operator 7 von £ nach C! offen-
sichtlich kein Spline-Operator. Wir untersuchen nun im folgenden, unter
welchen Voraussetzungen iber die Linearformen y, € E* (1 <i<(#n) der
dazugehdrige Operator T ein Spline-Operator ist. Dabei sei der Teilraum M
von K stets ein algebraisches Komplement des Teilraums N von E. Ferner
werde M in der schon erwihnten Weise als Prihilbertranm betrachtet, Sind
alle y, tiber N linear unabhingig, so ist T offensichtlich ein Spline-Operator,
ond alle 7-Spline-Elemente liegen in N. Es bedeute v,y die Restriktion der
Linearform y; auf den Teilraum M.

Satz 2.3. Es seien y; n Linearformen aus E*, die iiber N linear abhingig
sind. Existieren zu den y; n Elemente §; im Prahilbertraum M mit p{x) = (x, J,)
fiir alle xe M (1 <i < n), so ist der zu den y; gehdrige Operator T von E
nach C* ein Spline-Operator, und fiir jedes x € E ist die M-Komponente jedes
zu x gehorigen T-Spline-Elements s, gleich der Orthogonalprojektion der
M-Komponente von x auf einen gewissen Teilraum der [inearen Hiiile
Fy ey Py von {F:20 1 < i < n}, welcher im Beweis genau bestimmt wird.

Beweis. Es seien §; n Elemente in M mit y{x) = (x, $,) fiir alle xe M.
Durch zwei Fallunterscheidungen zeigen wir, daB der Teilraum T M7T(N})
von M ein orthogonales Komplement besitzt. Nach (1.8) und (1.4.b) ist
dann T ein Spline-Operator.

(x) Zundchst nehmen wir an, daf alle y, auf N verschwinden. Fiir
x € E gilt offensichtlich genau dann x e T,,(T(N)), wenn x & {F ,..., Fo>"
ist. Der endlichdimensionale Teilraum ¢ ¥, ,..., #,,> ist daher ein orthogonales
Komplement von T3/ (T(N)).

(8y Die Linearformen yyjy ,-.., Ymiw {} < m < x) mogen eine Basis von
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CHUN 5eees Vnlwy I N* bilden  (0.B.d.A. kénnen wir diese Indizierung
annehmen). Dann lassen sich die y; )y (i = m + 1,..., n) als Linearkombina-
tionen der y;y (1 <i < m)in der Form y;;y = Sy a'Py,x (@ € C) dar-
stellen. Nun sei G := (Jpp — Soa @mVF, . F, — S a™5,>.  Fiir
x €M ist es nicht schwer zu zeigen, daB genau dann x e T;H(T(N)) gilt,
wenn x € G ist. Es ist daher G ein orthogonales Komplement von T3, (T(N)).

Nach (1.5.(1)) besitzen alle zu einem Element x € E gehorigen 7-Spline-
Elemente dieselbe M-Komponente. Aus der Definition des 7-Spline-Elements
Pyz(x) von (1.9) ist ersichtlich, daB die M-Komponente eines zu x gehorigen
T-Spline-Elements gleich der Orthogonalprojektion der M-Komponente
von x auf den Teilraum <{#,,..., #,> im Fall () bzw. auf den Teilraum
G C{H,..., > im Fall () ist. Q.E.D.

Ist die M-Komponente eines T7-Spline-Elements bekannt, so ist die
Bestimmung seiner N-Komponente ein reines Interpolationsproblem.

KoRrROLLAR 2.4. Ist M volistindig und sind die Restriktionen der Linear-
Sormen y; auf M stetig, so ist der zu den y; gehorige Operator T ein Spline-
Operator.

Beweis. Da M ein Hilbertraum ist, gibt es bekanntlich » Elemente
V; € M mit yA(x) = (x, ;) fur alle x e M.

Es sei J eine beliebige, nichtleere Indexmenge und {y;: j € J} eine Familie
von Linearformen aus E*. Wie im Falle von » Linearformen kann man
auch einer solchen Familie einen Operator 7 von E nach C/ zuordnen,
ndmlich durch Tx = (p,(x)) fiir alle xe E.

SATZ 2.5. Es sei M wvolistindig und N endlichdimensional. Sind die
Restriktionen der Linearformen y; auf M stetig, so ist der zu der Familie
{y;:j € J} gehirige Operator T ein Spline-Operator.

Beweis. Unter der Produkttopologie ist der Vektorraum C’ ein lokal-
konvexer Raum. Es ist daher der endlichdimensionale Teilraum 7(N) in C’
abgeschlossen. Da die Restriktionen der y; auf M stetig sind, ist T, ein
stetiger Operator von M inC’. Daraus folgt,daB T3,/(T(V)) ein abgeschlossener
Teilraum des Hilbertraums M ist. Es besitzt daher T5(T(N)) ein orthogonales
Komplement in M. Nach (1.8) und (1.4.b) ist somit 7 ein Spline-Operator.

Q.E.D.

Die Aussage von (2.5) gilt auch, wenn nur dim(7(V)) < oo ist.

Im folgenden betrachten wir die Situation, wenn E ein Hilbertraum und E
zusétzlich noch mit einer lokalkonvexen Hausdorff-Topologie .7 versehen
ist. Es bezeichne (E, 7) den topologischen Dual von (E, 7). Sind G und H
zwei lokalkonvexe Vektorrdume, so verstehen wir unter £(G, H) den
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Vektorraum der stetigen, linearen Abbildungen von G in H. Fir § € £(G, H)
bezeichne S’ die zu S adjungierte Abbildung aus F(H’, G'). Ist S cine offene,
surjektive Abbildung aus Z(G, H), so gilt bekanntlich (Kern S)°* = 5'(H"),
wobei (Kern S)° die Menge aller Linearformen aus G bezeichnet, welche
auf Kern S verschwinden.

Satz 2.6, Der Teilraum N von E besitze ein algebraisches Kompiement M,
so dafi auf M die von J induzierte Topologie grober oder gleich der vom
kanonischen inneren Produkt induzierten Topologie ist. Dann ist fiir n Linear-
formen y, e (E, 7Y der dazugehirige Operator T stets ein Spline-Operator.
Dies ist z.B. der Fall, wenn eine der beiden Bedingungen erfiillt ist:

(@) (E,7) ist ein Fréchetraum, die Abbildung o von (E, 7)) auf E ist
stetig, und N besitzt ein topologisches Supplement.

(i) Esist o€ LUE, ), E), und ¢ besitzt eine stetige, rechtsinverse
Abbildung & von E nach (E, 7).

Ist N endlichdimensional, so gilt die vorhergehende Aussage sinngemiif} auch
fiir eine beliebige Familie von Linearformen aus (E, 7).

Beweis. Da F ein Hilbertraum ist, ist dies auch M mit dem kanonischen
inneren Produkt. Es ist die Restriktion jeder Linearform y e (£, ) auf M
stetig. Fiir eine endliche Familie stetiger Linearformen folgt daher die
Aussage aus (2.4), fiir eine beliebige Familie aus {2.5).

Zu (i). Sei M ein topologisches Supplement von N. Dann ist M unter
der von .7 induzierten Topologie ein Fréchetraum. Ferner ist ¢, cine
stetige, bijektive Abbildung von (M, ) auf £. Nach dem Homomorphiesatz
von Banach ist daher (M, J) topologisch isomorph zu E. Daraus folgt aber,
daB (M, ) topologisch isomorph zum Hilbertraum M ist.

Zu (ii). Sei ¢ eine stetige, rechtsinverse Abbildung von ¢ und
M := ). Dann ist E die direkte, algebraische Summe von M und N.
Ferner stimmt auf M die Hilbertraum-Topologie mit der von 9 induzierten
Topologie tiberein. Q.E.D.

Eine Anwendung dieses Satzes bringen wir im dritten Kapitel.

Nun wollen wir eine topologische Fassung von Satz 1.13, eine Verall-
gemeinerung des Approximationssatzes von Schoenberg [28] angeben.

Es seien y; n linear unabhdngige Linearformen aus (£, 7 )’ mit der Eigen-
schaft: xe N und y,(x) = 0 (1 < i <n) impliziert x = 0. Ferner sgi eine
der Bedingungen (i) und (ii) von (2.6) erfilllt. Dann existiert eine eindeutig
bestimmte, zu den y; gehorige Spline-Projektion P (s. (2.2)). Ferner gibt es
7 Elemente s; € P(E) mit y(s;) = &, ; fur i, j = 1,..., n.

640/12[3-3
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Satz 2.7. Es sei ye(E, T )' und ¥ eine Linearkombination der y;
a<i< n) Dann gilt P*y =37 . #(s,) v; . Verschwindet § — ¥ auf N, so ist
y —y €E,, y—P*5eckE, und |7 — P3|, <||§ —Fl., dies bedeutet,
S 7(s) ys ist im Hinblick auf die Hilbertraum-Norm | -, ein Element
bester Approximation zu y beziiglich der Menge aller Linearkombinationen
der y,, welche auf N mit y iibereinstimmen.

Beweis. Jede der Bedingungen (i) und (ii) von (2.6) impliziert, dal ¢
eine offene Abbildung von (E, ) auf E ist. Ferner ist N = Kern ¢. In
(E, 7Y stimmt daher der Teilraum ¢'(£") mit der Polaren N° von N iiberein.
Da in E* der Teilraum ¢'(£’) mit dem Teilraum £, (s. 1. Kapitel) identisch
ist, ergibt sich somit £, C (E, ) und E, = N°.

Nach (2.2) gilt Px = Y, y(x) s, fiir alle x € E. Daraus erhilt man die
Darstellung P*y = Y, 5(s;) ¥;. Da P*y, = y, ist, ergibt sich P*j = 7.
Ist nun y — j € N©, so gilt 5 — ¥ € E, (= E,). Da P eine Orthogonalprojek-
tion in E ist, folgt dann die Ungleichung beziiglich der || - ||,-Norm aus (1.13).

Q.E.D.

Aus (2.7) 1aBt sich als Spezialfall eine Verallgemeinerung des Approxima-
tionssatzes von Schoenberg fiir L-Splines ableiten (vgl. Delvos—Schempp [12]).

3. L-SPLINES UND SPLINES IM SINNE VON SARD [26]

L-Splines

Wir betrachten nun die in der Literatur behandelten Spline-Funktionen
(s. Ahlberg—Nilson [2], Greville [15], Schoenberg [29], Jerome-Schumaker
[18] und Delvos—-Schempp [12]). Es sei IC R ein abgeschlossenes, endliches
Intervall mit den Endpunkten a und b. Ferner bezeichne C(I) den Vektor-
raum der m-mal stetig differenzierbaren, komplexwertigen Funktionen auf 1.
Fir 1 <meN sei K>™I):={fcC"V(I):f1D absolut stetig und
fm e LX(I)}. Es bezeichne || - ||, die Supremumsnorm und || - ||z die Norm
des Hilbertraumes L*(I). Die Funktion /' — || f1lgzm 1= sup{{| f @ [lw , | /™ ||z:
0 <i<<m — 1} ist eine Norm auf K>™(I). Mit dieser Norm ist K2(I) ein
Banachraum (s. Delvos—Schempp [11], Theorem 4).

Es sei L ein Differentialoperator m-ter Ordnung auf K*™(I) von der all-
gemeinen Form L(f) = Yo a.f @ mit a,€ COI) (0 < i < m) und a,, # 0
stets. Differentialoperatoren von diesem Typ werden von Jerome-Schumaker
[18] und Delvos-Schempp [12] behandelt. Dort wird aber zusétzlich gefor-
dert, daB die Funktionen a; aus C® sind. Die bei Kimeldorf und Wahba [21]
auftretenden Differentialoperatoren lassen sich auch in die Klasse der hier
betrachteten Operatoren einordnen. Es ist klar, daB ein Differentialoperator
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L der angegebenen Form eine lineare Abbildung von K2™(f) nach LXI}
definiert. Ferner induziert ein solcher Differentialoperator L aunf die folgende
Weise eine positiv semidefinite Hermitesche Form. auf K2™(J): Fir
frge KB sei (f, g) 1= (Lf, Lg)y , wobei (-, )y das innere Produkt in
L*(I) bezeichnet.

Hurssatz 3.1.  Es sei L ein Differentialoperator des angegebenen Typs
auf K*™(I). Dann ist Le L(K*>™(), L¥I)), und es besitzt L eine stetige
rechtsinverse Abbildung K.

Beweis. Aus der Definition der Norm auf K2™(]} folgt durch eine ein-
fache Abschitzung, daB L stetig ist. Es sei nun y(x, £) eine Grundlésung der
Differentialgleichung L(z) = 0 .(s. {20, S. 26, Nr. 122 und 123]). Fiir jedes
Fe CO(f) ist dann bekanntlich die Funktion z{x) = fa y(x, £) f(£) dE eine
Lésung von L(z) = f. Auf dem in L¥(J) dichten Teilraum € der stetigen
Funktionen (genauer: der Aquivalenzklassen stetiger Funktionen) betrachten
w1r diec Abbildung K, , welche jedem fe% die Funktion K (f){x) =
fa y(x, £) £(€) d¢ zuordnet. Unter Benutzung der Differentiationseigenschaf-
ten von Grundldsungen kann man in einer Routinerechnung nachweisen,
daB X, eine stetige, lineare Abbildung von % nach K2™(J) ist. Nun sei X
die stetige Fortsetzung von Ky auf den ganzen Raum L*(J). Wie leicht
einzusehen ist, ist K eine stetige, rechtsinverse Abbildung von L. Ferner
1aBt sich Kf fir alle fe Lz(l) in der Form Kf(x) = f yix, &) f{€) d¢ dar-
stellen.

Savz 3.2, Es sei L ein Differentialoperator der angegebenen Form auf
K2-m([)., Ferner sei K*™(I) mit der von L induzierten, positiv semidefiniten
Hermiteschen Form versehen. Dann ist fiir jede Familie stetiger Linearformen
auf K2™(I) der dazugehdrige Operator T ein Spline-Operator, d.h., dann
existieren sogenannte L-Splines.

Beweis. Wir setzen E := K»n(I). Nach (2.6) geniigt es zu zeigen, daf £
vollstdndig, N endlichdimensional und (2.6.ii) erfiilit ist. Es ist N = Kern L.
Bekanntlich ist dim(Kern L) < oo. Es bezeichne L dic von L induzierte,
kanonische Abbildung von E in L2(I). Aus (3.1) folgt die Surjektivitit von L.
Es ist daher L ein isometrischer Isomorphismus zwischen E und L)
E ist somit vollstindig. Nun ist ¢ =L-10 L. Aus (3.1) folgt daher auch
pe P(E,T), E). Ferner besitzt L nach (3.1) eine stetige, rechtsinverse
Abbildung K. Dann ist aber die Abbildung ¢ := K o L eine stetige, rechts-
inverse Abbildung von ¢. Es ist somit auch (2.6.ii) erfiilit. Q.ED.

Es seien pun die Voraussetzungen von (3.2) erfiillt. Ferner sei X eine
stetige, rechtsinverse Abbildung von L, dargestellt durch die feste Grund-
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16sung y(x, £). Seien y, n Lincarformen aus (K2™(I)) mit dazugehdrigem
Operator 7. Wir wollen jetzt zeigen, wie man mit Hilfe von (2.3) zu einer
gegebenen Funktion fe K*™(I) eine f interpolierende L-Spline-Funktion
konstruieren kann.

Es ist N = Kern L. Sei M := K(L*I)). Dann ist offensichtlich K*™(J) =
N @ M, und M, verschen mit dem kanonischen inneren Produkt, ist ein
Hilbertraum. Da auf M die Hilbertraum-Topologie mit der gegebenen
Norm-Topologie iibereinstimmt, gibt es zu jedem y; eine Funktion 7, € M
mit y,(f) = (f, §,) fiir alle fe M. Zunichst bestimmen wir die Reprisen-
tanten #; . Nach Schempp [27] 14Bt sich jede Linearform y; in der Form

m—1

2= T [ 1000 dus [ 1760 1169

darstellen. Sei nun fe K(¥). Es ist also f(x) = ﬂ; ¥(x, &) fo(§) d€ mit
fo €€ C LA(I). Aufgrund der Differentiationseigenschaften von y(x, £) (s. [20,
S. 245-248]) und des Satzes von Fubini erhdlt man

5 = (T [ 7960 0 din) + 2@an@r

[ 70 9 i) ) £ *
wobei y{(x, £) die k-te partielle Ableitung nach x bedeutet. Setzt man
5O = 3 [ 7900 0 dun) + 2an@) T + [ /05,8 869 i,

und 7, = K(9,), so ist §; € L¥(I) und ¥, € M. Fiir alle f€ K(%¥) gilt nach ()
() = (Lf, $)u = (f, $:), wobei (-, -) das innere Produkt auf M bedeutet.
Da K(¥) in M dicht ist, ist somit y(f) = (f, ,) fur alle fe M, d.h., 7, ist
der gesuchte Représentant von y; in M. Die Funktion ¥, € L*(I) ist nichts
anderes als der Reprisentant der Linearform K'(y; ) € L¥I) in L¥1).

Sei nun ge K*™(I). Dann ist K(Lg) die M-Komponente von g. Die
M-Komponente py(s,) jedes zu g gehorigen T-Spline-Elements erhdlt man
als die Orthogonalprojektion von K(Lg) auf den im Beweis von (2.3) ange-
gebenen Teilraum von < #,,..., ,>. Nun kann man in N ein Element 4 wihlen
—was eine reine Interpolationsaufgabe ist—, so daB Th = T(g — pu(s.)
gilt. Die Funktion % - pp(s,) ist dann eine g interpolierende L-Spline-
Funktion.
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Splines im Sinne von Sard [26]

Im folgenden wollen wir im Rahmen unserer Uberlegungen vom 1. Kapitel
unter schwicheren Voraussetzungen einen anderen Zugang zu einigen
Ergebnissen von Sard [26] angeben.

Es sei Y ein Préahilbertraum und X, Z, Z...., Z™ jeweils ein Banachraum.
Mit || - || bezeichnen wir die Norm in dem gerade betrachteten normierten
Raum. Ferner sei Ue Z(X,Y) und Fie P(X, Z% fir 1 <i<m. Der
Banachraum X sei mit der von U induzierten, positiv semidefiniten Her-
miteschen Form versehen. Entsprechend dem Prihilbertraum £ vom
1. Kapitel verstehen wir unter X den Prihilbertraum X/Kern U (= X/N).
Fiir jede Abbildung S € L(X, Z) mit Kern U C Kern S bezeichne § diejenige
lineare Abbildung von X nach Z, welche von § durch S(x + Kern U) := Sx
fiir alle x € X definiert wird.

Sei nun T diejenige lineare Abbildung von X in das topologische Produkt
TTies Zi, welche durch Tx := (F'x,..., F™x) fiir alle x € X definiert ist. Es ist
TePX, 1y ZY.

Im folgenden sei stets diese Bedingung (&) erfirlit:

(&) Es existiert eine Konstante B <C oo, so daf
Ixl < B|U)  fiir alle x < Kern T gilt.

Die Bedingung (&) ist schwicher als die 3. Hypothese von Sard [26].

SAtz 3.3. Der Operator T ist ein Spline-Operator, und zu jedem x e X
existiert genau ein T-Spline-Element.

Beweis. Wir benutzen wieder die Bezeichnungen N und ¢ aus dem
1. Kapitel.

Es ist N = Kern U. Aus der Bedingung (%) ergibt sich sofort
NonKern T=1{0}. Nun ist Kern T cin abgeschlossener und somit ein
vollstdndiger linearer Teilraum des Banachraumes X. Aus der Stetigkeit
von U und der Bedingung (%) folgt, daB der Teilraum o(Kern T) von X
topologisch isomorph zu Kern 7T ist, daB also p(Kern T) ein vollstindiger
Teilraum des Prihilbertraums X ist. Da in Prihilbertriumen jeder voll-
stindige Teilraum ein orthogonales Komplement besitzt, ist nach (1.4.b}
der Operator T ein Spline-Operator. Aus Kern TN N = {0} folgt, daBl zu
jedem x € X genau ein 7-Spline-Element existiert. Q.ED.

Es ist zu erwdhnen, daB die Splines im Sinne von Sard {26] mit den
T-Spline-Elementen iibereinstimmen.

Da T ein Spline-Operator mit eindeutigen T-Spline-Elementen ist, besitzt
nach (1.81) in X der Teilraum Kern T ein orthogonales, algebraisches
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Komplement M; . Sei P die durch die Zerlegung X = Kern 7" @ M, definierte
Projektion auf den Teilraum A, . Aufgrund von (1.9) und (1.10) ist dann P
die einzige zu T assoziierte Spline-Projektion. Die Abbildung I — P ist eine
Orthogonalprojektion in X mit Bild(/ — P) = Kern T.

Es sei mun GeZ(X,Z), Ay:=GoP, &*:={AcL(X,Z):KernTC
Kern 4 und Kern U € Kern(G ~ 4)} und &/ ** 1= {4 € &/*: G/—>l e XX, Z2)}.
Es ist klar, daB die in Sard [26] definierte Klasse &7 in &/* enthalten ist.
Ist Z ein Hilbertraum, so 148t sich auf die gleiche Weise wie in [26] zeigen,
daB fir die Kiasse «/* und den Operator 4, die Ergebnisse von [26],
Theorem 1, gelten, d.h., daB also der Operator 4, im Sinne von Sard [26]
die optimale Approximation zu G beziiglich der Klasse &/* ist.

Es sci der Raum Z(X, Z) mit der iiblichen Norm versehen. Der folgende
Satz entspricht dem ersten Teil von Sard [26], Theorem 2.

SATZ 3.4. Esist Aje o **,

G —4,ll= sup {|Gx|}
xeKern T
Tr(eMi<a

und
1G— A <IIG—4]

fiir alle A € o/**, d.h., die Abbildung A, ist in diesem Sinne eine beste Approxi-
mation zu G beziiglich o/**.

Beweis. Zunichst zeigen wir Ad,e/*. Aus Kern T = Kern P folgt
Kern TC Kern G P. Da fiir jedes xe X das Flement Px das einzige
T-Spline-Flement ist, gilt Px = x fir alle xeKern U. Daraus folgt
Kern U C Kern{(G — G o P). Es ist also A, & .&/*.

Da I — P eine Orthogonalprojektion ist, folgt fiir jedes xe€ X aus
I UI << 1 stets auch [| U(x — Px)|| < 1. Wir erhalten somit

sup {I(G — Aox|} = sup {1 G — P)Y)I}

to(@li<a U<y

= sup {|Gz|} < (aufgrund von (¥)).
zeKern T
1U()I<1

——
Es ist also 4y € &**, und || G — A, | besitzt den im Satz angegebenen Wert.
Sei nun 4 e ** Aus Kern TC Kern 4 folgt A = 4 o P. Daraus
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ergibt sich (G — A)o(I— P)y=G— Go P =Ge(I — P), dies bedeutet
(G — Axernt = Ggemr - Es gilt daher

|G—All= sup {(G— Ax|} = sup {{G— Az}
reX zeKern T
(@< )<
' P o
= sup {|Gz[} =[G — 4, Q.E.D.
zeKern T
(=)<t

Wir bemerken, dafl es sich bei den Sdtzen 2.7 und 3.4 im Grunde um

Sdtze des gleichen Typs handelt. Im Banachraum X ist der Teilraum
P(X) (= M,) abgeschlossen. Es ist daher X die topologische, direkte Summe
der Teilrdume P(X) und Kern T. Die Frage, ob sich wie bei Sard [26] fiir jedes

G

€ P(X, Z) der entsprechende Operator 4, in der Form A, = 3., E? o F?

mit Ef‘e L(Z¢, Z) darstellen 14Bt, ist daher gleichbedeutend damit, ob fiir
jedes 8 € Z(P(X), Z) eine solche Darstellung existiert.

10.

11
12.
13.
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